Existence et unicite globale pour le systeme de 
Navier-Stokes axisymetrique anisotrope 

Hammadi Abidi * et Marius Paicu ^ 



Abstract : We study in this paper the axisymmetric 3-D Navier-Stokes system where 
the horizontal viscosity is zero. We prove the existence of a unique global solution to the 
system with initial data of Yudovitch type. 

Resume : Nous etudions dans ce papier le systeme de Navier-Stokes 3-D axisymetrique 
avec viscosite horizontale nulle. Nous allons prouver que le systeme est globalement bien 
pose pour des donnees de type Yudovitch. 

AMS Subject Classifications : 35Q30 (35Q35 76D03 76D05 76D09) 
Keywords : Navier-Stokes anisotrope ; Existence globale ; Unicite. 

1 Introduction 

L'ecoulement tridimensionnel d'un fluide homogene visqueux incompressible est regi 
par les equations de Navier-Stokes que nous rappelons ici : 

{dtu + {u ■ V)u - Vhidl + dl)u - v^dlu = -Vp 
divM = 

Ci-dessus Uh (resp. i/^,) represente la viscosite horizontale (resp. verticale), la vitesse 
u est un champ de vecteurs inconnu dependant du temps t et de la variable d'espace 
x e et Vp correspond au gradient de la pression et pent etre interprete comme le 
multiplicateur de Lagrange associe a la contrainte d'incompressibilite div u = 0. 

Dans le cas ou les coefficients de viscosite et z/j, sont strictement positives, on 
salt que le systeme (NS) admet une solution globale dans I'espace d'energie d'apres 
les travaux de J. Leray [13j. Ensuite dans les annees soixante H. Fujita et T. Kato [9j 
ont demontre, par des techniques de semi-groupe que (NS) est localement bien pose 
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pour des donnees initiales dans I'espace de Sobolev homogene H^. L'existence globale 
est etablie pour des donnees petites devant inf{i//i, z/^}. D'autres resultats semblables 
ont ete prouves dans des espaces fonctionnels qui sont tons invariants par changement 
d'echelle de I'equation consideree (voir par exemple |1] et [TT]). 

Dans le cas ou z//i > et i/^ = le systeme (NSh) a ete etudiee pour la pre- 
miere fois par J.-Y. Chemin et al. [5]. Plus exactement ont demontre l'existence lo- 
cale en temps d'une solution, lorsque la donnee initiale est dans I'espace de Sobolev 
anisotrope if°'2 + , avec H^'^ = {m G | {J^2\\U'{x,y, ■)\\'jj^^-^-^dxdy)^ < oo}. L'exis- 
tence globale est etablie pour des donnees petites devant la viscosite Uh- Par contre 
I'unicite a ete prouve pour des donnees dans H^'2 + , Notons que I'unicite dans le cas 
oil la donnee mq G H^'^^ a ete obtenue par D. Iftimie [lOj. Ensuite M. Paicu a 
demontre que le systeme (NSv,) est localement bien pose dans I'espace de Besov ani- 

J29-i<|.|<2'^ 

bale a ete prouve pour des donnees petites devant Uh- Recemment J.-Y. Chemin et P. 
Zhang [6j ont obtenu un resultat similaire en travaillant dans un espace de Besov ani- 
sotrope d'indice negatif. 

Dans la suite, on suppose que le fluide est uniquement verticalement visqueux, c'est- 
a-dire, que z/^ = et z/^, > 0. Dans cette partie on ne s'interessera pas a la dependance par 
rapport a la viscosite Uy des quantites a mesurer, et Ton supposera done pour simplifier 
que Uy = 1. Dans ce cas le systeme devient : 

{dtU + (m ■ V)^ — d'^u = —Vp 
divM = 
U\t=Q = Uq. 

Rappelons que dans le cas ou z//j > et Vy = 0, la condition d'incompressibilite, c'est-a- 
dire, dxU^ + dyU^ + dzV? = 0, a permis aux auteurs de prouver un effet regularisant pour 
la troisieme composante a partir du laplacien horizontal. Par contre dans notre cas 
on a un seul effet regularisant qui rend I'etude du systeme tres difficile. Pour cela on 
s'interesse a des solutions particulieres, plus exactement des solutions axisymetriques, 
puisque dans se cas, on a divw = dru'' + ^ + dzU^ = 0. Avant de donner plus de details, 
il convient de preciser ce que nous entendons par donnees et solutions axisymetriques. 

Definition 1.1. On dit qu'un champ de vecteurs u est axisymetrique si et seulement si 
il possede une symetrie cylindrique de reflexion, c'est-d-dire, 

u = u^'{r, z)er + u^{r, z)ez 

OIL [er,eg,ez) est la base cylindrique. 

Une fonction scalaire est dite axisymetrique si elle ne depend pas de la variable angulaire 
9. 
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Le systeme de Navier-Stokes classique (dans le cas z//^ = z/„ > 0) a deja ete etudie 
par plusieurs auteurs, le premiers resultats etant dues a M. Ukhovskii et V. Youdovitch 
[Hj et O. A. Ladyzhenskaya [T^ . 

Dans ce cas la vorticite de u que est definie par u := V x u, admet dans le repere 
cylindrique une seule composante portee par eg : 

LU = Lu^eg avec = dzU^ — drU^ 

et qui verifie I'equation suivante : 

dtuj + iu^dr + u^dz)uj uj — dluj = 0, 

r 

et par suite ur/r verifie I'equation de trasport-diffusion : 

dt- + iu'dr + u'd,)- - dl- = 0. 

II est alors possible de montrer par une metliode d'energie que pour tout p G [1, oo] 
(resp. p g]1, 2]) la norme de u /r (resp. r~^dzUj) dans (resp. L^i^L^)) est controlee par 
celle de ujo/r. D'apres la loi de Biot-Savart, on demontre (voir Proposition 13.11) que 

— 5, — ; * \r OzUl. 
r I ■ I 

Ainsi la condition d'incompressibilite nous permet de controler drU^ puisque drU^ = 
— ^ — dzU^- Notre resultat principal est le suivant (concernant la definition de I'espace 
de Lorentz voir la section suivante) : 

Theoreme 1.1. SoztuJo G L2'1(R3) tel que — G L2'^(R'^). SoUuq le champ de vecteurs 
avec divMo = et ujq = V x Uq donne par la loi de Biot-Savart : 

Alors le systeme (NSv) admet une solution globale u tel que la la vorticite uj satisfait 

^ G lI\R')), dz^ G LL(M+; lI\R')). 

De plus pour tout t > 0, on a 



\\uj{t)\\j^, + \\dz^\\ ^2(^^,1^ < C||^o||^3,iexp (Ct2||r ^uJo\\j,^) 

et 

\\r-^uj{t)\\j_, + ||r"^5^^||^2(i§,i) < C\\r-^uJo\\^3^,. 
En outre, cette solution est unique si de plus dr-ujQ G L^'^. 
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Remarque 1.1. Rappelons que pour des donnees initiales de type Yudovitch R. Dan- 
chin ^ d demontre que le systeme d'Euler axisymetrique est glohalement bien pose. Plus 
exactement il demontre que le systeme est glohalement bien pose lorsque ujq G L^'^ fl 
et ujo/r G L^'^. Recemment H. Abidi et al. ant montre que le systeme d'Euler axi- 
symetrique est globalement bien pose dans des espace critiques plus precisement lorsque 

Uq G -Bp i pour p G [1, oo] et uoq/t G L^'-^. 

Remarque 1.2. On note aussi quand obtient un resultat similaire que H. Abidi JT]. En 
effet, dans cet article, Vauteur demontre que le systeme de Navier-Stokes axisymetrique 
(i.e, Uh = Vv > 0) est globalement bien pose lorsque la donnee initiale verifie uq G 
W^'P{R^) pour l<p<2. 

Nous pouvons obtenir Fexistence des solutions pour des donnees initiales de regula- 
rite encore plus faible. L'unicite en revanche semble etre beaucoup plus difficile a obtenir 
avec cette regularite tres faible. Nous avons le resultat suivant. 

Theoreme 1.2. Soitcuo G Lt nLt+'i(]R3) ^g/ g^^, ^ ^ lI nLt+'i(]R3). Soit u^ le champ 
de vecteurs avec divwo = et ujq = V x uo donne par la loi de Biot-Savart. Alors le 
systeme (NSv) admet une solution globale u tel que la la vorticite u satisfait 

(^,-) G (M+; Llnll^'^iW^)), {d,u;,d.-) G LL(M+; lI n l! 



2 Notation et preliminaires 

On dit que A < B s'il existe une constante C strictement positive telle que A < CB. 
La notation C designe une constante generique qui pent changer d'une ligne a une autre. 
Soient X un espace de Banach et p G [1, cxd], on designe par Lp{0,T] X) Tensemble des 
fonctions / mesurables sur (0, T) a valeurs dans X, telles que t i — > appartient a 

LP(0,T). On note C([0,T); X) I'espace des fonctions continues de [0,T) a valeurs dans 

X, a([0,r); X) =^ C([0,T); X) n L°°(0,T; X). Enfin on designe par p' I'exposant 
conjugue de p defini par ^ + ^ = 1. 

Avant d'introduire la definition de I'espace de Lorentz, on commence par rappel la 
rearrangement d'une fonction. Soit / une fonction mesurable, on definit son rearrange- 
ment /* : R_|_ — *• M_|_ par la formule 

r(A):=inf{s>0;|{x/|/(x)|>s}|<A}. 

Definition 2.1. (espace de Lorentz) Soient f une fonction mesurable et 1 < p,q < oo. 
Alors f appartient a I'espace de Lorentz L^''^ si 

sup CP / (rj < oo SI q = oo. 
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Nous pouvons egalement definir les espaces de Lorentz comme interpolation reelle 
des espaces de Lebesgue : 

U^'^ := (LP»,LPO 

avec l<po<P<Pi^C)0, 0<^^<1 satisfait ^ = + ^ et 1 < g < oo, muni de la 
norme 

avec 

K{f,t):= inf {ll/ollLPo+tll/ilUpi |/oGL^°, /iGL^i}. 

/=/o+/i 

L'espace de Lorentz verifie les proprietes suivantes (pour plus de details voir [15]) : 
Proposition 2.1. Soient f G L^^''^^, g G L^2,g2 et 1 < p, q,Pj, qj < oo, pour 1 < j < 2. 

-5«i = ^ + ^eii = ^ + ^, a/ors 
p pi P2 g 91 (?2 ' 

l|/5'IUf.9 ^ \\f\\LPi'n\\g\\LP2,i2. 

- Sil<p<oo, - + 1 = — + — et - = - + dors 

^ ' p pi P2 q gi 92 ' 

\\f * aWhV^I < ||/||lp1>W ||5'||lP2,92, 

jgonr p = oo, ^ + ^ = 1, a/ors 

ll/*fi'l|L°° ^ ll/IUfl,9l||5'|Up2,92. 

- Ponr 1 < p < oo et 1 < qi < q2 < oo, on a 

IPm ^ iP,g2 iP,P ^ IP 

Dans le repere cylindrique u = V x u admet une seule composante portee par eg et 
dans le repere cartesienne deux composantes : 

cu = {to'^, up' , 0) 

avec up = dyV? — dzU^ et u;^ = dzU^ — dxU^, pour 1 < j < 3 les composantes de u 
dans la base cartesienne et (x, y, z) les variables dans cette base. Le fait que = 0, 
alors dans le repere cylindrique, on a : 

u -V = u^dr + u^dz, 

div u = dru"' H h dzu"" 

r 

et v!" = uj^ = Q sur la droite r = 0. 
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Le dernier point on pent le deduire du fait que = : en effet, comme 



u = u ■ eg 

ainsi 

-yu^ + xu^ = 0. (2.1) 

Et par suite = (resp. u"^ = 0) sur le plan x = (resp. y = 0). Pour u^, on utilise le 
fait que u est portee par eg, ce qui implique 

xuj^ + yu'^ = 0, 

et par suite (resp. tu^) est nuUe sur le plan x = (resp. y = 0). D'oia le resultat. 
Rappelons que si u est solution de (NSv), alors u verifie I'equation suivante 

dtuj + (u'^dr + u'^dz)uj oj — dluj = 0, 

r 

mais comme = 0, alors 

dtUj + (u ■ V)cu iu- dluj = 0. (2.2) 

r 

Autrement dit, dans le cas axisymetrique, [NS^) se ramene a un probleme d'evolution 
bidimensionnel. Rappelons qu'en dimension 2, uj = dxU^ — dyU^, verifie I'equation de 
transport- diffusion suivante : 

dtUJ + {u ■ V)cj - dluj = 0. 
En dimension 3 dans le cas axisymetrique ^ joue un role similaire puisque 

d,'^ + iu.V)^-dl^ = Q. (2.3) 



3 Demonstration du theoreme 11.1 



3.1 Estimations a priori 

D'apres I'equation fl2.3p et la loi de Biot-Savart, on pent controler des quantites tres 
importantes, qui nous permet de demontrer I'existence globale. Plus exactement, on a 
la proposition suivante. 

Proposition 3.1. Soient {p,q,X) G [l,oo]^, alors on a les inegalites suivantes : 
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Si ^ < p < oo tel que - = \ + -, alors 



q 3 ' p' 



r 



Si 3 < p < oo tel que ^ = | + alors 

et ^ 

\\drU''\\Lp,x < ||9^a,t^||i,,A + ||92-||l,,a. 

r 



Dans le cas limite, c' est- a- dire, p = oo 



IklU- < II^^IIls.i, IklU- < II^z^^II 3.1, ll — IU- < 11^2-11 3.1 

et 



\\drU''\\L^ < \\d,drUj\\j^, + H^z^H^S^i- 

Demonstration. D'apres la loi de Biot-Savart, on a 

1 f X-X' 



avec X = (x, y, z) et X' = (x', y', z'), et par suite 



I i< 1 II 



or par definition de I'espace de Lorentz (definition 12. ip . on a 

1 .3 



G L2 



,oo /toS^ 
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ainsi grace a la Proposition 12.11 on en deduit 

ll'^ll-LP'^ < \\uj\\ 3p ^ pour I < p < cxo et IIwIIl"" ^ ||^^||l3,i. 
D'apres I'egalite (13.1 1) , on a 



z — z' 



at 

u 



An \X-X' 

avec u;\X') = -sinO'LU^X') et ^^(X') = cos^'lu^(X'). Ainsi 
u''{X) = cos e u\X) + sine u\X) 

= — f Tl^^^4r7^\ -cosOcosO' -smesme'}J(X')dX' 

oil Ton designe par (r, 6, z) les variables dans le repere cylindrique, rappelons que dans 
ce repere X = {r cos 6, r sin 6, z) et X' = (r' cos 6', r' sin 6', z'). Et par suite 



— { cos ^ sin 9' + sin 9 cos ^'}cj''(X')rfX' 





f 


-z' 






X'\ 




[ 


-z' 


4:71 ^ 




X'\ 




z 


-z! 




\x- 


-X' 



cos{9 - 9')uj%r', z')r'dr'd9'dz', 



or 



\X -X'\' 

ainsi par integration par parties, on trouve 

u'(X) = — [ ,^ ^ ^ , cos(^ - 9')d,>uj\r', z'Ydr'dffdz'. 
47r J^i \X - X'\ 

Mais comme ne depend pas de 9 (X=(r,0,z)), alors 

u'^{t,r,z) = — / — — cos 9' dz'UJ^{t,r' , z')r'dr'd9'dz' , (3.2) 

4:71 Jr3 \X - X'\ 

ce qui implique que 

Or par definition de I'espace de Lorentz, on a 
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ainsi grace a la Proposition 12.11 on obtient I'inegalite souhaitee. Pour la deuxieme in- 
egalite de la proposition, grace a I'egalite (13.21) . on a 



< 

~ I 12 



-k \dz'Oj\ 



en consequence la Proposition 12. 11 donne I'inegalite desiree. Pour on utilise I'identite 
(13.21) et on suit les memes calculs de [I6], on trouve 

cos 9' d,>uj\t,r',z') 



u''{t,r,z) = — 



471" jR+x[o,27r]xR (r^ + r'^ — 2rr'cos6'' + {z — z')"^) 



r r'dr'de'dz' 



1 



_^x[-f ,f]xM (r^ + r'^ — 2rr'cos9' + {z — z'Y) 



- r'dr'de'dz' 



1 

+ — 



cos9'd,'U%t,r',z') 



- r'dr'de'dz' 



47r jK+x[f,^]xK (r^ + r'2 — 2rr'cos9' + (z — z'y)2 

pour la deuxieme partie, on effectue le changement de variable suivant 6' 6' + vr, on 
aura 



u''{t,r, z) 




cose'd,,uj%t,r', z') 




+ — 2rr' cos 6' + {z — z'y) 
cose'd,'UJ%t,r',z') 



j,2 _|_ _|_ 27-7-' COS 6' + (z — Z'Y) 



Y r'dr'dO'dz 



■ r dr dO dz . 



(3.3) 



Si |X — X'l < r, on utilise I'egalite (13.21) et le fait que r' < 2r, on trouve 



''''^'^''''^'^''^''X'dr'de'dz' 



'\X~X'\<r \^ ~ 

Si |X — X'l > r, on utilise I'egalite (13.31) et le fait que 



~ ' |X - X' 



1 ■a-Jhnux'. 



r + r' + 2rr' cos6' + (z — z' 



l\2 



< 



+ r'^ — 2rr' cos 6' + [z — z'Y 
2r 



\X -X' 

car —\<9'<^. Ainsi dans cette region, on trouve 



/|2' 



\X-X'\>r \^ ~ 



~ \X-X'\>r \X - -^''^ 



-^\d-Mt,x')\dx' 



~ -X'\>r \^ - ^ 



\X-X'\l 



apres, on utilise le fait que r' = r' — r + r et \r' — r\ < \X — X'\, on obtient 



f 

J\X-X'\>r 



\X — X 



< 



\X -X' 



Done 



aussi on a 



Pour conclure il sufRt d'utiliser les lois de eonvolutions. Concernant d' apres la loi de 
Biot-Savart, on a 



1 f {x - x')u;\X') - {y - y') u\X') 



Or 



\X-X 



'13 



1 



\X-X' 



et 



\X-X'\^ 



y - y 



\X-X' 



'13 



" \x-x'V 



alors par integration par parties, on obtient 

1 



47r 



\X-X'\ "^^^ 



Mais en coordonnees cylindriques, on a 



dx' = cos 9'dr' 7 sin O'de', dy' = sin 9'dr' H — : cos 9'dei, 

o;^ = - sin O'uj^ et uj"^ = cos O'J, 



et par suite 



dy,u^ - dx'cu^ = - sin^ e'dr'J - ^ cos^ 9' J - ( cos^ e'dr'cu^ + ^ sin^ 9', 



— —dr'OJ J-, 



(3.4) 



amsi 



Done 



<^-k{\dr>Uj\ 



(3.5) 
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de meme pour la derive par rapport a 2;, on suit les memes calculs et grace aux egalites 
(M et diS]), on trouve 

Done d'apres les lois de convolutions, on deduit les inegalites souhaitees. Concernant 
drU^ , d'apres I'egalite (13.51) . on a 

dm (X) = - |^_^.|3 [d,- - -)dX , 

alors 

\drU'\ < j-^-k {\dr'Uj\ + |-|) 

car 

I r — r' cos 6' , 

I \X-X'\ I - ^' 

Enfin pour drU^, il suffit d'utiliser le fait que 

divM = drU^ H h C^^M^ = 0. 

r 

D'oii la proposition. □ 

D'apres la Proposition 13.11 on a besoin de controle u dans I'espace de Lorentz L^'^, 
qui est I'objet de la proposition suivante. Plus exactement on va donner une estimation 
de la solution de I'equation transport-diffusion. 

Proposition 3.2. Soient l<p<2, l<g< 00, ujq G U'''^ et u un champ de 
vecteurs axisymetrique reguliere tels que — G Ll{L°°) et divw = 0. Soit uj G L'^i^L^''^) 
et dzUJ G (LP''^) une solution du systeme suivant 



(TD^od) 

Alors 



dtUJ + {u ■ V)oj -fu- dloj = 

UJ\t=0 = UJq. 



Demonstration. Tout d'abord on va estimer u dans les espaces de Lebesgue. Soit 1 < 
p < 00, on multiplie I'equation verifiee par u par |ti;p~^ signer. On obtient apres inte- 
grations par parties combinees avec le fait que div u = 



Id ^4(p-l) ^2 

\^\\ TP + 



pdt"""^" p2 



dz\uJ 
11 



L2 



\uj\^dx, 



par suite I'inegalite de Holder plus I'integration par rapport au temps, impliquent 



LP 



+ 



4(p-l) 



P 



dAixi\ 



< \Wo\\%+P / || — (r)||Loc||a;(r)||^pCir. 



Ainsi le lemme de Gronwall, implique que 



p 

LP 



4(p - 1) 



P 



dz\uj\ 



< \\ujo\\Ip exp (^p j II y(T) II LOO (irj. (3.6) 



Pour estimer dzUJ dans nous allons utiliser le lemme suivant. Admettons-le pour le 
moment. 

Lemme 3.1. Soient l<p<2 et f e Lp{R^) tel que di\u\2 G L^{R^). Alors 



'iJ WLP < 



5.1/1 



L2 



2-p 
2 

LP ■ 



Pour p < 2, on en deduit grace au Lemme EH] et I'inegalite fl3.6p . que 



\dzuj 



z^WL^Lp) 



< 



< 



L2 



Icjll^p^rfr 



2-p 



\UJ\ 



< llt^olUpexp (^j^ 



— (r)llLoo(ir ). 
r 



Done 



-{T)h^dT]. 

r 



lk(^)IUf + \\9zi^\\L^,{LP) ^ ll^^olUpexp 
On designe par T et 5 les operateurs suivants : 

r : LP — S : — > Lf{LP 



(3.7) 



LUq I > UJ 



avec UJ solution du systeme (TDmod)- Par definition, on a T et 5 sont lineaires, alors 
par definition de I'espace de Lorentz (interpolation reelle) et [3], on obtient 



lk(^)IUp.9 + ||52^^(^)||L2(Lf.9) ^ ||u;o||LP,.exp I II — (r)llioorfr). 

D'oii la proposition. 

En suivant les memes calculs, on deduit le coroUaire suivant. 



(3.8) 
□ 



12 



Corollaire 3.1. Soient l<p<2,l<q< oo, r^^Uo G L^''^ et u un champ de vecteurs 
axisymetrique reguliere tel que divw = 0. Soit r^^oj G L'^{U'''^) et r^^dzOJ G L'l^W''^) 
une solution du systeme suivant 

UJ_ (£0 

r |t=0 ~ r ■ 

Alors 



-it) 


+ 


dz- 


< 






r 




r 




r 


LP'i 



Remarque 3.1. D'apres Vinegalite /IS. 6\) et le fait que 



on en dedmt grace a que W{p, q) g]1, oo[x [1, 00 
et 



T r,oo 



dr 



\\—{t)\\LP'i < II~IUp'«- 

D'apres la Proposition 13.11 le Corollaire 13.11 et I'inegalite de Holder, on a 





< 






Oz- 


r 




r 



r 



(3.9) 



3 



Et par suite pour tout p g]1, 2[ et g G [1, 00] les inegalites (13.81) et (13. 9p . impliquent 



\^^{t)\\LP.i + \\dzUj\\L2(^LP^,) < C\\uo\\LP,ie " i^''. 



(3.10) 



Ainsi la Proposition 13. H Remarque 13.11 et I'inegalite (13.91) . impliquent que pour tout 

(p,g) G (|,oo) X [l,cx)], 



L-^+p 

Done, si to" G lI'^, alors I'inegalite precedente implique que u G L^'^, qui est inclus dans 
I'espace dual de Lz'^. Et par suite grace a la Proposition II. 1 dans [H] et I'equation que 
verifie uj (12.21) . on deduit le resultat d'existence suivant. 
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Corollaire 3.2. Soit Uq E L^'^(M.^) une fonction axisymetrique tel que — G L2'^(]R' 
So%t uq le champ de vecteurs axisymetrique tel que div Uq = et avec vorticite ujq 
uilir, z)eg donne par la loi de Biot-Savart : 

Alors le systeme (NSv) admet une solution globale u tel que la vorticite uo satisfait 



G ^(M+; Lt'i(M3)), d^- G LL(M+; lI\R')). 



De plus pour tout t > 0, on a 



et 



I l,^ II . ^11 II Ct^\\r-^^o\\ 3 



Demonstration du Lemme 13.11 

Remarquons tout d'abord que 



W\\Lv = \\dmL. et 1/1 = 1/1^^ 



^^\f\=l^^i\fnff^■ 



Et par suite I'inegalite de Holder, implique que 



diuWr^p < 



dAul 2 



£ 2^ 



W'^W TP 
^2 II II Lf 



D'oii le lemme. □ 



3.2 Unicite 

Pour demontrer I'unicite de solution pour le systeme (NSv), il suffit de le prouver 
pour I'equation fl2.2p . Soient ui et U2 deux solutions, et on designons par 6uj = a;2 — wi 
leur difference, qui verifie le systeme suivant : 

f dtdoo + {u2 ■ V)6uj - d'^Jio = -{6u ■ V)uji + fdoo + ^ooi 
\Su;\t=o = 0. 

L'espace dans lequel on va estimer la difference est avec | < p < |. Admettons pour 
le moment le lemme suivant. 
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Lemme 3.2. Soient uji avec 1 < i < 2 deux solutions de I 'equation 1^2.2) ay ant les 
memes donnees initiales. Supposons que pour i = 1,2 on ait 

Alors 

Suj E LfiW) et d,\5u\-^ e ^^(L'). 
L'estimation d'energie implique que 



pdt" "^'^ p^ 



d,\uj\ 



^ ^ 11^2 11 lie IIP , ||^1'^"^| NX IIP-1 
— L°° ""-^ Up + LP ""-^ fp 

l2 r r 

p-i 



+ \\{5u ■ W)uji\\lv\\5uj\\% 
D'apres I'inegalite de Holder, I'injection de Sobolev, la Proposition 13. II et le Lemme [3TT| 



on a 



P^Wl. + 11(5^ ■ VMIUp < (11^11^3 + \\d^u,\\^.)\\5u^\\^^^ 



6p 3p 



^ — + \\dri^l\\ 3)\\dJu\\LP + \\dAi^l\\3\\6u'\\ 6p_ 3p 



< f|| — II 3 + 3)||9^|5u;|2||j^2||5c^||J + ||<92«9r^^l|| 3 ||5m^|| S,^ 3p 



Concernant ||5u^|| sp sp on utilise le fait que 

r 

et par suite par integration par parties, on aura 
alors d'apres les lois de convolution, on obtient 

||(5U^|| 6p 3p < II ^"-^11 6p ^ 6p 

^ II^^^IIlp- 

Et par suite I'inegalite de Young, implique que 



"TTP^IIfP ^ fl| — IU°° + l| — IP 3 + ll^^t^llP 3 + llc^^C^r^^lll 3) II^Co-ll^. 

^^11 ULP yu ^ 11^ II ^ 11^5 II 111^5 II -^11^2; II ii^P 

Done on a I'unicite si drUJi G Lf{L^) et HS^SrCiJill s puisque I'inegalite (I3.9p et le Corol- 
laireEH impliquent (H^IU- + H^H^) e L}. 

Dans un premiere temps on demontre que drUi G Lf(L^). Plus exactement on 
prouve qu'on a propagation de la regularite dj-uj dans I'espace de Lorentz Lz'^ plus 
I'effet regularisant. 
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3.3 Propagation de la regularite drU) 

Proposition 3.3. Soient ujq G L^'^ fl L^'^ tels que ujq/t G L'^'^ et d^uJo G Lt'^. Soit 

une solution du systeme suivant 

dtdrOJ + {u ■ V)drOJ — d^drUJ — + drU""^ + ^drUJ — drU" OrUJ — drU^dzOU 

Alors 

avec 

Demonstration. En prenant le produit scalaire au sens W pour 1 < p < 2 de I'equation 
qui verifie dr-oj combines avec drU^ — — dzU^ et I'inegalite de Hardy que implique 
que ||r~^ci;||ip < ||(9rC<j||LP, on trouve 

-^McoK. + ^^^^mOruf^Wl. < 4||-|Uoc||9,u;||i, + \\d,u^-\\L4dM\l-;' 

p at T r 

+ ||9rM^92a;||Lp||(?ra;||^p^ + j dzU^\drUj\^. 

Par integration par parties plus I'inegalite de Cauchy-Schwartz, on a 



dzU''\drUjY = -2 J U^\drUj\^dz\drLj\^ <2\\u'^\\Loo\\dz\drU}\^\\L2\\drUj\\'^ 

Grace a I'inegalite de Young et le fait que drU^ = dzU^ — a;, on obtient 

||9r'u''52a;||LP = WdzU'dzU - ^^OzU^Wlp < Wdzu'dzCoWLP + WOzUj'^Wlp- 
Et par suite 

^ "^MdMil, + \\dz\dM^\l. < (li^lUoc + M\U)\\d, 



p 

2 

LP- 



LOO I 



p dt 

+ (j\dzu'''^\\LP + \\dzu''dzCj\\LP + ||c?^a;^||Lp)||f?r<:^| 
grace a I'inegalite de Holder et par interpolation, on trouve 



p-i 

LP ■ 



(3.11) 



\\dzU''^\\LP < ||^||Lf^(L-)||9.M^||L-(LS) 

cu„^„„ to. ^ 



< 

r r 



\lp \\dz-\\lp\\dzU'\\L^^LZ)- 

Comme AdzU^ — dzdrCO + dz^, alors par integration par parties, on trouve 
If r' — r cos 6' 

+ _ 2rr' cos 9' + {z - z')^) 
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dzU^ — I '■ ' jdz'Cor'dr'dz'dO', 



et par suite 



amsi 



Comme 1 < p < 2, alors par interpolation, on a 



2p— 2 2— p 

^ II J iilp . 



Ainsi d'apres I'inegalite de Hardy, on trouve 



P-I ,,, 1 2p-2 2-p 



et par suite le Lemme 13.11 implique que 



P 



2 I ^ 

1 1 LP ' 



'y 'y 
ainsi on aura grace a I'inegalite de Young 

+ e\\d^\druj\^ Wl^. 
Mais comme p — 1 < ^^3"^ 2"*"^ — ^lo^s 



p at 



f l|2 



(3.12) 



< (ii-iiini5.-iiini5.^iiir + ii-iiloc + \\u4i^)\\dM\% 

\ r r r / 

+ [\\^\\^'\\d.^\\]r\\dzuj\\^' + \\d,u^^^^^^ 

Ainsi le lemme de Gronwall, implique que 



\drUj{t)\\LP + \\d;,\drUj\^\l2(^^2) 







C/o (ll7lli^l|9-7!lZr^ll^-'^ll|H+llT^k-+ll«1lioo+ll^lp3)dr 

X e ^2 
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enfin le Lemme ISTD et Finegalite, assurent que 

\\drUj{t)\\LP + \\d,drUj\\L2XLP) < 

C{\\drUJo\\LP + / (II^IIL + II^.^IIL + \\dM\lr> + ||5X9,Cu|Up + \\d,Uj'Up) dr^ 
'J 

C/o (ll7llip + l|9-^llip + l|9-Hlip + ll^llL-+ll«1lioo+||i^||%)rfr 

X e . 

Par definition de I'espace de I'espace de Lorentz et d'apres [3] I'estimation precedente 
reste vraie dans La'^, et par suite 

^0 

f^/o (null's +11^-711% +l|9-^il%+ll^lk-+ll«^llioo+ll^lp3)'^^ 

Rappelons que 

||a;(t)||^3,i + l|5.^ll^2(ii.i) < C'||^o||^3,iexp (Cti||r-ia;o||^3,i) 

et 

Done grace aux Propositions (12.11) et f l3.ip . on aura 



et par suite les inegalites (13. 7p et (13.91) . impliquent 

\\dXdM\j.<\\^o\\l.e "^".^^ (3.13) 
Concernant Hc^ztu^lL^ s i la Proposition 12. H implique que 

j-t ^ ^ 

|(9,CJ^|| 3, < / |||C^|5|U6,2||(9JCJ|5|L2 







\ - 3 

< ^^ll^lll-(L3,i)ll<9zkl^llL2(L2), 



ainsi les inegalites (13.61) et (13. 9p et la Remarque 13. H impliquent 



/'l|5.^1,i.<t^ll-o|li3.e^*^"^"/^'"j^ (3.14) 
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Pour ||w^|||2(j^cx)) la Proposition I3.1l et la Remarque 13. II entrainent 

/Viio. < /Vllia. <t||^o|li3ae''*'"'^".i>\ (3.15) 
Jo Jo 

D'oii la proposition. □ 

En fait on pent travailler avec des donnees moins regulieres mais le prix a payer est 
I'absence d'un controle explicite de la solution en fonction de la donnee initiale. Ceci 
est precise dans la proposition suivante. 

Proposition 3.4. Soient Uq G L^'^ tels que uJo/r G L^'^ et drUJo G L^'^. Soit drUj G 
L^(L2'^), dzdrUJ G Lf{L2'^) une solution du systeme suivant 

dfdrUJ + {u ■ V)drUJ — dldrUJ = + drU""^ + ^drUJ — drU'^drUJ — drU^'dzUJ 

drUJ^t=0 = drUjQ. 

Alors 

Demonstration. La preuve s'effectue en deux etapes, on demontre premierement qu'on 
a propagation de la regularite localement et apres on en deduit globalement grace a 
I'effet regularisant et la Proposition 13.31 En prenant le produit scalaire au sens U pour 
1 < p < 2 de I'equation qui verifie drOJ combines avec d^u^ = —nL — g^^^ qi I'inegalite 
de Hardy que implique que ||r~^u;||/^p < ||9,.u;||lp, on trouve 

1 d no,, IIP I ^(P-^) uf, I/?,. .1^112 <4||^'|| \\f),,\\P 

pat p'^ r 

Rappelons que d'apres I'inegalite f l3.12p . on a 



V 



(3.16) 



12 ||2 



Concernant Le terme 
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on utilise le fait que drU^ = d^u^ — uj ei I'inegalite de Minkowski, on obtient 
j drU^dz<jo\dru\^''^ < {\\ijodz<jo\\LP + ||92it''92a;||i:p) ||9ra;||^p''" 

On se rappelle maintenant que dzU!,dz{^) ainsi que dzdrUJ sont dans U". Done, on a 

dzU e LP{W^'P{Wl)), et comme W^'P{^1) C Lp{^1) n L^{^1) C L'^^i^l). Done par 
interpolation et grace a I'inegalite de Sobolev, on trouve 



< lia,a;|ll/(liaA^IUp + lia,^IUp)i 



D' autre part. 



1 1 



Concernant dzu'^, on utilise le fait que 



(3.17) 



u'^j^*dzuj, (3.18) 



on trouve ^ 
ainsi pour p < 2, on trouve par interpolation 

2(P-1) 2-p 

<||9,u;||^/ W^MIlI (3.19) 

2(P-1) ^ 2-p 

En tenu compte de I'inegalite de Hardy que implique que 

< llt^rl^llLP et ||(?2-||lp < llc^^t^rl^llLP pOUr p ^ 2, 

r r 
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on obtient 



2(p-l) 2-£. 1 

+ \\d:,u\\^/ \\drd.,U}\\^p Y\dzi^\\Lv''\\drdzU:\\lr,\\drUjfL, 

3(p-l) 3-p 
+ \\dzUj\\^/ \\drUj\\%^\\drdzUj\\j} 

grace au Lemme [3?T] et Finegalite de Young, on aura 

- + P+- T-1 (1--)^ 

2(p-l) 2(p+l) 2p2+3_3p 



et 



3(P-1) 3-p 3p^-7p4 



Done pour 1 < p <2 



(3.20) 

2(p-l) 2(p+l) 2p^+3-3p 3p^-7p+6 

+ c,||^||/p''+^ \\dM\ir \\dM\L'F^ + c,\\dM\lA\dM\J'-' . 

Enfin concernant le terme / dzU^ldrOol"^, par integration par parties plus I'inegalite de 
Cauchy-Schwartz, on a 



/ 



d;,u''\drUj\^ = - 2 / u^'ldrUjl^dzldrU 



- 1 1 



(3.21) 



E 



lL2- 

Comme Au^ = drUJ + ^, alors par integration par parties, on trouve 

u = / T uj r dr dz dO 



47r ./»3 (^^2 ^ _ 2rr'cose' + {z - z'f) ^ 



et par suite 

\u \ < —— ^ \uj\ 



2 
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alors 



^ < 

\z\ P 



ainsi I'mjection de Sobolev et Tinegalite de Hardy, impliquent 



2p 



< 



'rUJ\\ P 



Or par interpolation 



2p-2 



2~P 



< 



LP 



ainsi pour 1 < p < 2, on obtient grace au Lemme 13.11 



2p-2 



< 



~ w^r^^llLP II L^zL/r^ II LP 

P „ 2-p 



2-p 



< 



||5rC^||lp||5^|5ra;|2|lL2 



En injectant I'inegalite precedente dans I'inegalite (13.211) et on utilisant I'inegalite de 
Young, on trouve pour 1 < p < 2 



Done les inegalites (KW) . (l3J2ll . (Km et (Km . impliquent 



(3.22) 



JdM\lp+ 



dz I drUJ 



u 



L2 



^ l| — IU°°ll^rU;||LP + II^z^^IIlpI 



3p^-7p+6 
I 3p-3 
I LP 



\uo\ 



2p-2 
I 3p-2 
I LP 



2(P-1) 
2p+l 



LP 



r 



yUO\ 



2 

3p-2 II 
II' 

LP 

2(P+1) 
2p+l 

LP 



4p— 4 
I 3p-2 I 
I LP I 



3p^-4p+2 
3p-2 

LP 



2p^+3-3p 
ll'' 2p2-p-l , 



_P 

I P-1 

I LP • 



(3.23) 



En integrant I'inegalite precedente et on tenu compte des I'ingalites (13.91) et de Hardy, 
on obtient 



\l^{lp) 



+ 



dz\dru\ 



<||9,.;orLP+t^||-ii-. 



,1 1 1 ^r^^ 1 1 LOO (^p) 



+ 



+ t3p- 



II L2(LJ 

dz- 
r 



3p^-7p+6 
I 3p-3 

Il-(lp) 



2 2p-2 3p2-2p 



+ t2p+l jjcul 



2(P-1) 
I 2p+l 



lj«(lp)II'^^^Iil2(lp) 



2(P+1) 
2p+l 



2p^+3-3p 
rUjLl^ +t\\drUj\ 



\L^{LP) 



_p 

p-i 

L-(LP)- 
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Et par suite pour 1 < p < 2, il existe T > tels que drUJ E L9^{Lp) et dzdrUj G L'^{Lp), 
ainsi il existe to ^ [0^ ^] ^^Is que drUj(tQ) G et d^drUjitQ) G L'^^L^). Par definition 
de I'espace de Lorentz, on en deduire les memes resultats. Ainsi il existe ti tel que 
uj{ti) G -Lz'^ n L^'^. Pour conclure la demonstration il suffit d'utilise la Proposition 13.31 
D'oii la proposition. □ 

Demonstration du Lemme 13.21 

Pour demontrer que 6uj G L^iLP) et d,\iu\2 g ^^(L^) il suffit de prouver que {u2 ■ 
V)6uj + {6u ■ V)uJi — ^6uj — G Lli^W) pour p < |. D'apres I'inegalite de Holder, 

par interpolation et grace a la Proposition I3.1l et [IS], on a 



||(m2 ■ V)5^||lp < \\U2\\^^ ^{\\drUJi\\^Z + {\\d,UJi\\^z) 

1=1 

3-2p 3(p-i) 2^ 

< 11^211^3'' IMloS 2_^{\\drUJi\\ ^3 + Wd^UJiW ^z) 



i=l 

3-2p 3(p-l) 2 



< ||t^2|| f ||t^2|li3a > (ll^r-^ill 3 + ll^^CUj 
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i=l 

CJ2 3(p-l) 

< 11^211 J (||9,a;2||^3, + 11 — 11^3, + ||9,^2||^3,,) - 
2 

X 

1=1 



^(||<9r^»||^3 + \\d,UJ,\\^3) 



et par suite les deux propositions precedentes combinee avec le Corollaire l3.2l impliquent 
{u2 ■ V)6uj G Ll{LP), les memes calculs donnent {6u ■ G L\{Lp). Pour —5uj grace 

a I'inegalite de Holder, par interpolation et la Proposition 13.11 on obtient 

\\-5uj\\Lr' < IM^^ II — ll^i < 2^ l|-||^§ 11^211^3^ II«2|Ilo<? 

i=l 



2^ ^ 3-2p 3(p-l) 

/J II — L4 11^211 f ||<9^t^2|| 3", . 



Et par suite le CoroUaire 13.21 et le fait que ^^^^7^ < 2 impliquent ^6lu G L\[Lp) les 
memes calculs donnent —uji G L\{Lp). D'oia le lemme. □ 



4 Existence pour des donnees moins regulieres 

Dans cette partie nous demontrons le Theoreme 1 1 . 2 1 d ' exist ence des solutions pour des 
donnees initiales moins regulieres. Pour cela nous avons besoin de prendre en compte 
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encore plus des estimations anisotropes sur Nous avons, pour tout 1 < p < |, 
I'inegalite suivante 

II — II p ^ C\\dz — IIlP'I- 

r Lf^iLS^) r 

En effet : d'apres les estimations de la Proposition 13. II on a 

\ — \ < — \(j -\ 
r I A I r 

Done 

H"^| 1 II iiA ^11 

5, II , - =11 rv' * Woz-Wl", 



v/|x,|2 + z2iii5; 



En utilisant le fait que la primitive de r(r^ + est y/r^+z^ a une constante 

pres, on trouve 

ll'"^l 1 ii^i'^ii 

W—ut ~ ^tt^If.-IUi:- 

p 

On prend maintenant la norme L^-zp en variable verticale pour obtenir 

11^' II ^r^iiA^ii 
r L^{L^~^^) r 

On pent ainsi controler la norme de uj dans tout L^, rappelons que a; verifie I'equation 
suivante 

dtUJ + uVuj UJ — dluj = 

r 

Done pour I < p < 3/2, on a 



p/2||2 

2p_ 



_2p 



Comme H^(Ry) C L3p-3(M„) pour s = (3 - 2p)/{2p), alors 

iikr/'ii' 2. < iikr/'i|(;r')/ni5.(kr/')iif2~'''^^^ 



Done 



^;|iikwriii. + ii5.(kmii. < ^ii-r-^ ^ nknii. + ^ii9.(i..r)iii. 

2 at 2 r L'^(Lr^) 2 



<c^ii5.^ii2&iikr/^iii. + ^ii5.(kr)iii- 
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3(p-l) 

Par le lemme de Gronwall et vu que 9^- 2p <.t ^p-'^ — nous obtenons 
et par interpolation 

3(p-l) CUq 



En particulier I'inegalite precedente est valable pour p = 6/5, ainsi on pent montrer 
I'existence globale d'une solution lorsque ^ G L^+'i et G L5+'^ Tout d'abord, on 
note que Uq G L^'^ implique que Uq G et par Testimation d'energie on a 

||M(t)||i2 + 2 / II^.Mlli^ < WuoWl^. 
Jo 

D'autre part, comme cu G L^(Lt+'i) et HcuUlp ~ ||Vm||lp pour 1 < p < +oo, alors 
u G Lf^(iy^'5+) et done finalement u G L'^ (W^''^^ (R^)) qui est un sous espace de 
L^(L^(]R^)) avec I'inclusion compacte dans la topologie de L^^^(M^) a t fixe. Done, on 
pent construire la solution en utilisant uniquement u G Ls nLs^'^ et - G Ls fiLs+'i par 
passage a la limite dans une suite des solutions approchees, axisymetriques et regulieres 
de I'equation 

dtu + div {u0 u) — diu = — Vp. 

Plus precisement, soit Uq G L^(R'^) de sorte que luq G LtnLt+'^ et ^ G D 

L%~^'^. Soit J„ I'operateur de troneature sur les basses frequenees defini par J„m = 
Hx(^2^")jF'u(^)), oil JF denote la transformee de Fourier et x est une fonetion ra- 
diale reguliere qui vaut 1 sur une boule autour de zero. On salt que pour uq ehamp 
axisymetrique sans swirl on a J„Mo est aussi axysimetrique sans swirl et regulier (voir 
pj). Done, il existe un unique solution globale reguliere, axisymetrique et sans swirl 
solution du probleme 

{dtUn + div (m„ (g) Un) - n"^ A/,M„, - dlun = -Vpn 
divM„ = 
Un\t=0 = JnUo- 

En tenant compte du fait que Jn^o et ^^^^ sont uniformement bornes dans fl Lt+'^ 
(voir [7j) nous obtenons que Un est une suite uniformement bornee dans L?°(IV^'5 + (M3))_ 
En utilisant I'equation verifiee par Un on trouve aisement que dtUn est bornee dans 
L'^{H~^) pour assez grand. En tenant eompte du fait que I'inelusion iy^'5 + (R3) 
dans Lf^^{M?) est compacte et comme m„ est bornee dans Cioc{H~^) nous obtenons par 
le lemme de Arzela-Ascoli, quitte a extraire une sous suite, que m„ converge fortement 
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vers un u dans CiodH^^^ ). En interpolant avec le fait que Un est suite bornee dans 
L°°(W^'s+) on trouve que un ^ u dans L^^{L'^ (U.^)) . Cela sufRt pour passer a la limite 
dans les termes non-lineaires et on trouve que Un <S> Un ^ u <S> u dans V. Finalement, 
par passage a la limite dans (NSn) nous obtenons une solution globale axisymetrique 
sans swirl u de {NSy). 
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